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1. Einleitung

In der forstlichen Ertragskunde wie auch in vielen
anderen Gebieten der Wissenschaft, Wirtschaft und
Technik spielen Haufigkeits- und Wahrscheinlichkeits-
verteilungen von Mefldaten iber den zugeordneten
Argumenten eine grofle Rolle. Dabei ist es aus manchen
Grinden zweckmiBig, konkrete Verteilungen durch
mathematisch formulierte Verteilungsfunktionen auszu-
driicken. .

Oft. zeigen die Verteilungen die bekannte symmetrische
Glockenform und lassen sich dann meist durch die
GauBsche Normalverteilung (1) zufriedenstellend aus-

gleichen: '
1 (x —u )2
- L2 -
Lo ° (1)
fN(x) = ——=—¢ -
. V2=ro

X . . . Merkmalswert (Zufallsvariable)
fN(x) . Haufigkeit
@ . . . arithmetisches Mittel

6 . . . Standardabweichung

Die Verteilung von Zufallsvariablen, die nur wenig von
der Normalverteilung abweichen (Schiefe, ExzeB3), lassen
sich nach RIEDWYT (1967) meist gut durch die Gram-
Charlier-Verteilung (2) oder die Edgeworth-Verteilung (3)
ausdriicken?):

| £G(x) = fN(x) [1 + %Ha(z) + %H4(z)] @)

" 2
mm=wmp+§mm+%mm+%mmym

1

In den Funktionen (1) bis (3) bedeuten:

tN(x) . . GauBsche Normalverteilung
Y1- - . . Ma#B fiir die Schiefe
Ys. . . . MaB fiir den Exzef3
X—p
Z .
G
H,(z) . drittes Hermitesches Polynom =
= 2% 3z
H,(z) . viertes Hermitesches Polynom —
=1z —622 4 3 .
H,(z) - sechstes Hermitesches Polynom =

=28 — 1522 | 4522 — 15

1) Dozent Dr. ¥r. FRANZ in Dankbarkeit gewidmet.
*) Fir diesen Hinweis danke ich Dr. KENNEL.

Diese beiden Verteilungen beinhalten auler der Normal-
verteilung auch deren Ableitungen héheren Grades,
wodurch eine bessere Anpassungsfahigkeit erreicht wird.
Nach Untersuchungen des Verfassers konnen mit Hilfe
der Beta-Verteilung sowohl symmetrische Verteilungen
als auch Verteilungen mit extremer Schiefe approximiert
werden, wie sie z. B. bei Stammzahlverteilungen iber
dem Durchmesser (Durchmesserverteilungen) in sehr
jungen Altern auftreten.

2. Mathematische Formulierung, Beziehungen zu anderen
Verteilungsfunktionen und Eigenschaften der Beta-
Funktion

2.1 Mathematische Darstellung

Die Beta-Funktion wird definiert durch das Integral

1

B(m, n) = f xm-1(] —— x)n-1dx (4)
. .

x . . . . Merkmalswert

m, n . Argumente der Beta-Funktion

(DEMING, 1950; van der WAERDEN, 1957; STANGE
u. HENNING, 1966.)

Dieses Integral wurde bereits von EULER in seinen
,,Institutionales Calculi Differentiales’ (St. Petersburg,
1768) in der Form

1

fxm—l (1 — x)i=k/ndx

0

dargestellt (DEMING, 1950) und wird auch manchmal
als das erste Eulers\che Integral bezeichnet.

k . . diminuierender Exponentialfaktor

Formel (4) stellt die vollstdndige Beta-Funktion dar,
wahrend das folgende Integral (5)

X
Bx(m, n) = /xm—l (1 —x)n-1dx ()

0
als unvollstdndige Beta-Funktion bezeichnet wird, wobei
die Bedingung gilt: '
0=x 1.
Vertauscht man die Argumente m und n, so gilt fur die

vollsténdige Beta-Funktion
B(m, n) = B(n, m).

Die zugehorigen Dichtefunktionen

f(X)myn = x™1 (1 — x)n~1  und

f(X)nym = x271 (1 — x)m-1?
beschreiben dabei zwei gespiegelte Kurven mit gleichem
Flécheninhalt.

Mittelwert M (x) und Varianz (Streuung) V (x)3) errechnen
sich nach STANGE und HENNING (1966) aus den beiden
folgenden Formeln (6) und (7):

(6)

M(x):mm

-+ n
m-n

= (7
(m +n)2-(m 4 n -+ 1)

V()

%) Beide Werte werden relativ ausgedrﬁckt, d. h. auf dic Variationsbreite
hezogen.
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Zu einer einfacheren Darstellung der Beta-Funktion
kommen wir, indem wir die Exponenten m — 1 und
n -1 in (8) durch « und vy ersetzen:
e=m—1
y=n—1
Bx(m, n)’ = f(x)
Es ergibt sich folgende Formel, die verglichen mit anderen
Verteilungsfunktionen (z. B. [1], [2], [3]) sehr einfach
erscheint:

o Y
flx) =x (1 —x) ) (8)
Im Gegensatz zur Integralfunktion (5) liegt hier in (8)
die Beta-Verteilung als Dichtefunktion vor.
Diese Potenzfunktion zeigt eine gewisse Ahnlichkeit mit
Zuwachsfunktionen (siehe auch Abb. 3 bis 5). Die zuge-
ordnete Summenfunktion (Integral) entspricht dann
einer Wachstumsfunktion. Die durch (8) dargestellte
Kurve erstreckt sich iiber den Bereich 0 bis 1. Soll die
Kurve den erweiterten Bereich 0 bis b umfassen, so muf3
anstelle der 1 die Konstante b in die Gleichung eingefithrt
werden:

¥

f(x) = x (b —x) 9

Wenn wir schlieBlich die Kurven links durch a begrenzen
und die multiplikative Konstante const einfiihren, ist der
allgemeine Fall mit (10) definiert (siche KATTWINKEL,
1965).

f(x) — const - (x — a) (b —x) (10)

Der Merkmalswert x liegt dabei innerhalb der Grenzen
a=<x=<h.

Die durch (10) beschriebene Kurve kann in der Abszissen-
richtung frei verschoben werden (Wahl von a und b). Die
Konstante const mull so gewdhlt werden, dal die Fliache
unter der Kurve (Integral von a bis b) 1 (Wahrscheinlich-
keitsverteilung) oder N (Héufigkeitsverteilung) ergibt.

In dieser Form kann die Beta-Verteilung sehr vielseitig
verwendet werden. KATTWINKEL (1965) fuhrt z. B.
damit Zeitbedarfsschitzungen im Zusammenhang mit
Problemen der Netzwerktechnik durch. Gerade in der
forstlichen Ertragskunde gibt es zahlreiche Anwendungs-
moglichkeiten. Eine davon ist die Darstellung von
Stammzahlvertetlungen iiber dem Durchmesser und deren
Entwicklung tiber lingere Zeitrdume. :

2.2 Beziehungen zu anderen Verteilungen

Die Beta-Verteilung gehort zu den stetigen Verteilungen,
d. h. die Merkmalswerte (z. B. Durchmesser, Kérper-
grofle) sind stetig verdnderlich. Bei den Verteilungen
diskreter GroBen (z. B. Wiirfelversuch) sind hingegen die
Merkmalswerte sprunghaft verdnderlich.

Abb. 1 zeigt eine Ubersicht tiber die wichtigsten Vertei-
lungen und ihre Zusammenhénge. Wie ersichtlich, kann
die Beta-Verteilung in die bekannte F-Verteilung iiber-
gefihrt werden, aus der wiederum die t- und Chi?-
Verteilung entwickelt werden koénnen, ete. Eine in der
Theorie der mathematischen Statistik sehr wichtige
Funktion ist die Gamma-Funktion oder das 2. Eulersche
Integral (WITTING, 1949)4).

f(x) f(x)

Diskrete
Verteilungen

| Hypergeom. Verk.l

Stetige Verteilungen

F - Verteilung
l t- Verteilur&l lChiz-VerteilLEI'—{Gummu-Ver!eilg. l
Edgeworth-Vert .

Beta-Verteilung

IBinomio(verteilg,

|Poisson -Verteilg. Normalverteilg.
| Neg. Binomnialv. | Eram-Churlie'r-V. I

Abb. 1: Ubersicht iiber die wichtigsten eindimensionalen Verteilungen und
deren Beziehungen (nach STANGE und HENNING, 1966; geringfigig
verdindert).

Die Gamma-Funktion (11)

L o - )
I'(n) = fxﬂ—l e xdx

1 -
weist im Gegensatz zur Beta-Funktion nur ein Argument,
némlich n, auf. Sie ist auf der rechten Seite nach co offen
und entspricht in der Abb. 2 der mittleren Kurve. Wenn
m und n ganze positive Zahlen sind, kann die vollstandige
Beta-Funktion durch vollstindige Gamma-Funktionen
ausgedriickt werden (DEMING, 1950; STANGE und
HENNING, 1966; WEBER, 1956):

Tm)Tn)  (m— 1! @—1)!

B(m, n) = B(n, m) = I'(m+n)  (m+n—1)!

(11

2.3 Eigenschaften der Beta-Funkiion

Charakteristisch fiir die Beta-Funktion ist ihre Begrenzt-
heit auf beiden Seiten. Im Gegensatz etwa zur Normal-
verteilung, die auf beiden Seiten die x-Achse erst bei o
erreicht oder etwa der F-Verteilung, die nur auf einer
Seite offen ist, weist die Beta-Verteilung (Dichtekurve
der eingipfeligen Form) bei a und b Nullstellen auf (dazu
die Abb. 2). : ,
Erstaunlich ist die groBle Flexibilitdt und Anpassungs-
fahigkeit der Beta-Verteilung. Wenn die in Exponenten-
form vorliegenden Argumente o und y verschiedene
GroBen annehmen, ergeben sich sehr unterschiedliche
Kurven, von denen einige in den Abb. 3a bis ¢ dargestellt
sind. Dabei ist nur der fiir die Darstellung einer Verteilung
interessierende Bereich a bis b beriicksichtigt.
Die Beta-Funktion kann folgende Verteilungen beschrei-
ben:
1. Symmetrische Verteilungen: Es besteht eine

zur f(x)-Achse parallele Symmetrieachse.
a) FEingipfelige Verteilungen mit Maximum (Abb. 3a, 4a):

a=1v>0

o=y > 1:
) Unter anderem bauen darauf auf:

die Rekursionsformel (DEMING, 1950),
der Multiplikationssatz von Ganf,

der Legendresche Satz und
die Stirlingsche Formel (WITTING, 1949).

f(x)

Normalverteilung

x ) F-Verteilung

x Beta-Verteilung

Abbi. 2: Schematischer Vergleich einiger Verteilungskurven.
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Abb. 3: a) Beta-Verteilung. o = v (Symmetrische eingipfelige Verteilungen
und Rechteckverteilung);
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c) Beta-Vertgilungen (@ = v = 1) mit verschiedener Konstante (entspricht
MaBstabsveranderung der £(x)-Achse).

Z. B. quadratische Parabel. Je groBer o und vy werden,
um so flacher ist der Kurvenanlauf bei a und b. Bei
Koeffizienten tiber 1 haben die Kurven einen Wende-
punkt (wenn beide Koeffizienten iiber 1 sind, beid-
seitig des Maximums), der um so ndher zur Symmetrie-
achse riickt, je hther « und v sind.

b) Rechteckvertetlung (STANGE und HENNING, 1966)
(Abb. 3a):
x=v=0
Bei dieser Form der Verteilung ist die Haufigkeit der
Merkmalswerte bzw. die Wahrscheinlichkeit des Auf-
tretens bestimmter Merkmalswerte nicht von der
GroBe des Merkmalswertes abhingig.

c) L, Minimumverteilung‘‘: Die Kurven weisen ein Mini-
mum auf, wenn
o=y < 0.

2. Nichtsymmetrische Verteilungen

a) EHingipfelige Verteilungen mit Maximum, wenn
o =+ v, beide > 0.
Linksschiefe Verteilungen, wenn y > «,
rechtsschiefe Verteilungen, wenn o > v.
ad linksschiefe Verteilungen: Hierher gehoren z. B.
Durchmesserverteilungen gleichaltriger undurchfor-
steter oder schwach niederdurchforsteter Besténde.
Bei einem natiirlichen Ausscheiden und bei geiibter
Niederdurchforstung wird nédmlich vorwiegend der
linke Ast der Verteilungskurve beschnitten (ASS.
MANN, 1961).
ad rechtsschiefe Verteilungen: Als Beispiel seien
Hohenverteilungskurven gleichaltriger Bestéande ge-
nannt, was nach ASSMANN (1961, S. 94) damit
zusammenhdngt, ,,da die im Wuchs zuriickbleibenden
Baume ihr Héhenwachstum auf Kosten des Durch-
messerzuwachses forcieren, um wenigstens ihrem
Kronengipfel ausreichenden Lichtgenufl zu erhalten®.
Bei diesen Verteilungsformen wird die Schiefe um so
groBer, je mehr der Unterschied zwischen o und vy
zunimmt {(dazu Abb. 4b).
Abnehmende Verteilungen, wenn « < 0 und vy > 0
(Abb. 3b).
Diese Verteilungsform finden wir z. B. bei Durch-
messerverteilungen von Plenterwéldern oder gesamten
Hochwald-Betriebsklassen. Eine interessante Arbeit
iber die mathematische Formulierung abnehmender
Stammzahlverteilungen ist kiirzlich von LOETSCH,
HALLER und HENNING (1967) verdsffentlicht
worden.
c) Zunehmende Verteilungen, wenn o > 0 und vy =0
(Abb. 3b),

d) ,,Minimumuverteilungen'‘, wenn o = v, beide < 0.

b

=

Die Beta-Funktion kann als Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung wie auch als Haufigkeitsverteilung verwendet

.werden. Ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung erwinscht,

so muf} dafir gesorgt werden, daf§ das Integral
b

@ ¥
const-/(x—a) (b—x) -dx = 1.

a

Bei einer Hiufigkeitsverteilung muf (12) eine Fliche von
N (= Stichprobenumfang, Anzahl der Beobachtungen)
ergeben. Die Konstante kann jederzeit so gewéhlt werden,
daB dieser Bedingung Gentige geleistet wird.

In Abb. 3¢ sind einige Kurven dargestellt, die durch
Variation der multiplikativen Konstanten entstehen. Ist
const z. B. 0,5, 5o ist f(X)max ca. 110; ist const das Dop-
pelte, nimlich 1,0, so ist f(x)max = 220, also doppelt so
grof3. Die multiplikative Konstante kann folglich als
Faktor fir den OrdinatenmaBstab gedeutet werden.

Die Ausfithrungen in Kapitel 2.3 haben ergeben, dal es
sich bei der Beta-Verteilung um eine sehr anpassungs-

(12)
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fahige Frunktion handelt. Die Bedeutung dieser Funktion
zur Darstellung jeder Art von Verteilungen und Vertei-
lungsreihen (z. B. Entwicklung von Durchmesserfrequen-
zen) ist so offensichtlich, daB es verwundert, wie wenig
diese Verteilungsfunktion bisher in der forstlichen
Biometrie verwendet wurde.

3. Méglichkeiten des Ausgleichs bzw. der Berechnung
konkreter Verteilungen durch die Beta-Verteilung
3.1 Berechnung von « und y aus Mitfelwert und Varianz

Aus den Formeln (6) und (7) kénnen durch Substitution
leicht die Argumente m und n abgeleitet werden, die um 1
vermindert, « und y ergeben:

Aus Formel (6) ergibt sich

M(x)n
T M)

M(x)
T
Nach Formel (7) kommen wir zu

n?-k
m+kn? - n+k-n++1)
und erhalten durch Auflésung nach n
Kk L
V(x)-(1+ k)
(1 + k)

fx) : 5

Setzen wir k = , 0 erhalten wirm = k - n.

Vix) =

a ~ ) ) b

Abb. 4: a) Mit dem Elektronenrechner berechnetes Kurvennomogramm der
Beta-Verteilung fiir symmetrische eingipfelige Verteilungskurven (x = v).

f(x)

a b

b) Wie a (& + 6 = v).

40

und m = k - n.

Die Koeffizienten « und vy ergeben sich nach der Definition
zu Formel (8):

e=m—1;y=n—1. "

Bei dieser Berechnung werden Mittelwert M(x) und
Varianz V(x) relativ ausgedriickt. Damit kann man leicht
die gewiinschten Verteilungskurven berechnen. Wenn
sich die Berechnungen auf zahlreiche Verteilungen
erstrecken, ist die elektronische Berechnung auf jeden
Fall von Vorteil. Der Verfasser hat ein Programm fiir den
Elektronenrechner entwickelt, das fiir beliebig viele
Verteilungen die Argumente berechnet (ZOHRER,
1968a). -

Oft erweist es sich dabei als zweckméBig, den gesamten
Bereich (Variationsbreite) rechts zu erweitern, wodurch
eine bessere Kurvenanpassung erreicht wird. Das ist v. a.
bei stark linksschiefen Verteilungen der Fall (z.
Stammzahlverteilungen junger Bestdnde). Es wire ja
auch bei gréBerem Stichprobenumfang ein Hmausrucken
des maximalen Wertes zu erwarten.

Bei Durchmesser-Frequenzreihen ist eine einheitliche
Erweiterung fiir alle Altersstufen zweckméiBig und nach
bisherigen Erfahrungen durchaus mdéglich. Eine Verlédn-
gerung von 6 cm hat sich dabei als sehr giinstig erwiesen.
Mit dem oben erwéhnten Programm koénnen die Argu-
mente « und vy fiir variable Verlingerungen berechnet
werden (z. B. 0, 1, 2, ... 10 cm).

Bei extrem schiefen Verteilungen ist zu beachten, daf die
Standardabweichung, bzw. deren Quadrat, die Streuung
(Varianz) ziemlich problematische Gréflen sind, die nur
beschrankte Aussageféhigkeit besitzen. Bei signifikanter
Schiefe kann die Varianz nicht mehr in der @iblichen Form
interpretiert werden?®). Trotz dieser Tatsache koénnen
auch bei extremen Verteilungen aus Mittelwert und
Varianz Beta-Verteilungen hergeleitet werden, die die
tatsdchliche Verteilung gut représentieren.

3.2 Auswahl der ,,besten* Verteilungskurve aus standardisierten Kurven-
nomogrammen °)

Der Verfasser schrieb ein Programm, das fur die ver-
schiedensten «- und y-Kombinationen Beta-Verteilungen
berechnet, die sowohl {iber die Variationsbreite als auch
iber den Flicheninhalt der Kurve (Ordinatenhéhe)
standardisiert wurden (ZOHRER, 1968b). Die resultie-
renden Kurven wurden auf transparentem Millimeter-
papier dargestellt, wobei jeweils Gruppen annéhernd
gleicher Schiefe (konstanter Unterschied zwischen « und
v) zusammengefaft wurden. Die Abb. 4a und b bringen
als Beispiel zwei solcher Nomogramme.

Legt man nun iiber eine konkrete, ebenfalls standardi-
sierte Verteilung (Polygon oder Sidulendiagramm) ein
Kurvennomogramm passender Schiefe und bringt An-
fangs- und Endpunkt der x-Achse zur Koinzidenz, so kann
leicht die Beta-Verteilung ausgewidhlt werden, die die
konkrete Verteilung am besten reprisentiert. Wenn
erwiinscht, kénnen die Wahrscheinlichkeiten des Auf-
tretens bestimmter Merkmalswerte ohne Schwierigkeiten
errechnet oder aus Beta-Tafeln (z. B. PEARSON, 1956)
entnommen werden. :

Dieses sehr rasch arbeitende Verfahren hat den groBen
Vorteil, daB3 jede einzelne Kurve individuell und sauber
ausgeglichen werden kann, wéhrend bei bloBer Berech-
nung von « und y ohne graphische Kontrolle bei bestimm-
ten Verteilungen durchaus systematische Abweichungen

8) Nach frdl. miindlicher Mitteilung durch Doz. Dr. FRANZ. (Inst. f,
Ertragskunde der FFA Minchen).

) Dieses Verfahren wurde gemeinsam mit Dr. KENNEL (Inst. f. Ertrags-
kunde der FFA Miinchen) entwickelt. Dr. KENNEL machte ich fiir die
gute Zusammenarbeit herzlich danken.

?) Dabei ist zu beachten, daB Nullstellen nicht fixierbar sind. Wenn eine
Klasse nicht besetzt ist, mus fir f(x) ein Wert nahe 0 eingesetzt werden.
Der dadurch entstehende Fehler ist vernachlassigbar.



von der wirklichen Verteilung auftreten konnen. Am
besten diirfte aber eine Kombination beider Verfahren

sein.

3.3 Regressionsanalytische Berechnung von « und y

Durch Logarithmieren der Formel (10) erhélt man folgen-
den Ausdruck:

In(f(x)) = Inconst + «-In(x—a) + y-In(b —x)

und in der Schreibweise der Regressionsanalyse?)
Iny=by+by-Inx; + by lnx2

Daraus ergibt sich:

b, = In const; b; = a; b, = v.

Diese Methode wurde bereits versuchsweise getestet,
wobei das Standardprogramm SNAP fiir den Elektronen-
rechner IBM 7090 (KUNIN, 1961) verwendet wurde.
Damit sich nicht abnehmende Verteilungen ergeben (z. B.
bei extremer Linksschiefe), miiBBten gewisse Restriktionen
fur die Koeffizienten eingebaut werden.

Fur Hiufigkeits- bzw. Wahrschemhchkeltsvertellungen
scheinen die unter 3.1 und 3.2 angegebenen Verfahren
vorteilhafter zu sein. Wird aber z. B. die Beta-Funktion
fir den regressionsanalytischen Ausgleich von Zusam-
menhéingen zwischen Variablen verwendet, erscheint
diese Methode erfolgversprechend. Dabei wird es vielfach
zweckmafig sein, bestimmte Punkte (z. B. das Maximum)
mit einem geeigneten Gewicht zu versehen und die
Methode der gewichteten Regressionsanalyse anzuwenden.
Auch dafirr liegen Standardprogramme (z. B. die Pro-
gramme WRAP und SNAP aus der SHARE- Blbhothek)
vor. ;

4. Beispiele fiir die Anwendung der Beta-Verteilung

Abb. 5 zeigt, daBl die Beta-Funktion auch fir extrem
linksschiefe Verteilungen geeignet ist. Es kénnten noch
extremere Beispiele gezeigt werden. Je extremer die
Schiefe, um so weiter muBl b rechts hinausgeriickt
werden, damit eine optimale Anpassung erzielt wird.
Wegen ihrer Beweglichkeit eignet sich die Beta-Funktion
gehr gut fiir die Beschreibung von Durchmesserfrequenz-
reihen Uber beliebig lange Zeitrdume der Bestandes-
entwicklung hinweg. Diese Tatsache ist far die Auf-

200y N

Fichten-Versuchsflédche
Sachsenried 3, B-Grad
1888, 38 4.
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N =1316 :
1cm - Durchmesserstufen
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Beta-Verteilung: «=1,0 -
£=8,0
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Abb, 5: Ausgleich der Durchmesserverteilun
Qureh i pich der Dur g eines jungen Fichtenbestandes
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Scm Verldngerung rechts

Beta-Verteilung: «=1,5
§=35

67 cm
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Abb. 6: Ausgleich der Durchmesserverteilung eines dlteren Fichtenbestandes
durch die Beta-Funktion (die Werte wurden mit der Formel von HOPMANN
(1951) zur Bestimmung von Klassenanzahl und Klassenbreite von Haufig-
keitsverteilungen bestimmt).,

stellung von modernen Ertragstafelmodellen von grofer
Bedeutung.

Abb. 6 zeigt die konkrete und durch die Beta-Funktion
dargestellte Verteilung eines dlteren, stark durchforsteten
Fichtenbestandes. Auch hier kénnen wir einen guten
Ausgleich feststellen.

Fir Zwecke der Forstinventur und Forsteinrichtung kann
der Anteil bestimmter Durchmesserstufen (Sortimente)
innerhalb beliebiger Beta-Verteilungen sehr einfach
berechnet oder aus Beta-Tafeln entnommen werden. Bei
einer grofen Anzahl von Verteilungen dirfte die elektro-
nische Berechnung auf jeden Fall von Vorteil sein.
Wenn man statt des Durchmessers die Grundfléche oder
das Volumen der Einzelbdume auf der x-Achse auftrigt
(oder Teilung in entsprechendem g- oder v-MaBstab), so
erhélt man durch Integration der Beta-Dichtefunktion
(10) die Grundfliche bzw. das Volumen des Bestandes.
Bei Integration beliebiger Durchmesserbereiche (z. B. ab
10, 15, 20 ecm @ ; zwischen 40 und 55 cm @ ; grofer als
65cm @ ete.) ergibt sich deren Grundfliche und Volumen.
Die Bedeutung solcher Angaben fiir die forstliche Planung
liegt auf der Hand.

5. Zusammenfassung
1. Nach einer kurzen mathematischen Darstellung der
Beta-Funktion und einer einleitenden Beschreibung der
Beziehungen zu anderen Verteilungsfunktionen wird auf
einige bemerkenswerte Eigenschaften der Beta-Funktion
hingewiesen. Im Gegensatz zur Normalverteilung, die auf
beiden Seiten offen ist, oder etwa der F-Verteilung, die
nur links begrenzt ist, weist die Beta-Verteilung beid-
seitige Begrenzungen im endlichen Bereich (a und b) auf,
was fiir die Beschreibung konkreter Verteilungen von
Vorteil ist.
2. Eine weitere hervorstechende Eigenschaft der Beta-
Funktion ist ihre auBerordentliche Beweglichkeit. Durch
verschiedene Kombinationen ihrer Argumente o und ¥y
kann sie symmetrische und unsymmetrische Verteilungen,
eingipfelige Verteilungen bis zu extremer Schiefe, ab-
nehmende Verteilungen, Rechteckverteilungen, ,,Mini-
mumverteilungen und zunehmende Verteilungen be-
schreiben. Die multlphkatwe Konstante kann dabei so
gewihlt werden, daB eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
(Integral = 1) oder eine Héaufigkeitsverteilung (Inte-
gral = N) resultiert.
3. Drei Methoden der Darstellung konkreter Verteilungen
mit Hilfe der Beta-Verteilung werden kurz beschrieben:
~ Berechnung der Argumente aus Mittelwert und Varianz,
— Auswahl der ,,besten ‘‘Ausgleichskurve aus Kurven-
nomogrammen,
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- Regressionsanalytische Berechnung der Argumente.

4. An Hand von zwei Beispielen (Durchmesserfrequenzen,
Bayer. Fichten-Versuchsreihe Sachsenried 3) wird gezeigt,
daf sich die Beta-Verteilung auch fiir extrem linksschiefe
Verteilungsformen eignet.

5. Durch die mathematische Formulierung von Durch-
messerverteilungen (und anderen Verteilungen) kénnen
im Zusammenhang mit der elektronischen Datenver-
arbeitung wertvolle Grundlagen fiir die ertragskundliche
Forschung und die praktische Forsteinrichtung geschaffen
werden.
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Summary
Fitting of frequency distributions with help of beta

function.

The distribution of stem numbers in diameter classes
is of great importance for forest science and practice. Until
now this problem could not be solved in a sufficient way.
The beta function shows a high flexibility and subsequently
this function is very valuable for the description of dia-
meter distributions and other asymmetrical forms of distri-
butions.

In addition to a detailled mathematical description some
methodes of computations are shown which are well adepted
for electronic data processing.



